
“Физтех–2022”, математика (варианты 11–12), решения

10 класс, ВАРИАНТ 11

1. [2 балла] Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 – соответственно первый, второй и третий члены некоторой арифмети-
ческой прогрессии (при этом 𝑎, 𝑏, 𝑐 не заданы, но известно, что 𝑐 < 𝑏 < 𝑎). Больший корень
уравнения 𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 является четвёртым членом этой прогрессии. Найдите его.

Ответ: 1.

Решение. Из свойств арифметической прогрессии имеем: 𝑏 = (𝑎+ 𝑐)/2. Тогда четвёртый член
прогрессии:

𝑎4 =
𝑏+

√
𝑏2 − 𝑎𝑐

𝑎
=

𝑎+𝑐
2

+ 𝑎−𝑐
2

𝑎
= 1.

2. [3 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥− 3

√︀
𝑦2 − 𝑥2 = 17,

𝑦 − 3
√︀

𝑦2 − 𝑥2 = −10.

Ответ: (14;−13).

Решение. Складывая и вычитая уравнения, получаем систему{︃
(𝑥+ 𝑦) + 2 3

√︀
(𝑥− 𝑦)(𝑥+ 𝑦) = 7,

𝑥− 𝑦 = 27
⇔

{︃
(𝑥+ 𝑦) + 2 3

√︀
(33)(𝑥+ 𝑦) = 7,

𝑥− 𝑦 = 33,

равносильную исходной. Пусть 3
√
𝑥+ 𝑦 = 𝑡. Тогда первое уравнение новой системы принимает

вид 𝑡3+6𝑡−7 = 0. Заметим, что функция 𝑓(𝑡) = 𝑡3+6𝑡−7 является строго возрастающей на всей
числовой оси, а 𝑓(1) = 0. Следовательно, 𝑡 = 1 является единственным решением уравнения, а
значит, 𝑥+ 𝑦 = 1. В итоге получаем{︃

𝑥+ 𝑦 = 1,

𝑥− 𝑦 = 27
⇔

{︃
𝑥 = 14,

𝑦 = −13.

3. [5 баллов] Найдите количество шестизначных чисел, обладающих следующим свойством: сумма
остатков от деления числа на некоторые три последовательные степени числа десять равна
12345.

Ответ: 18.

Решение. Пусть искомое число есть 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 (𝑎 ̸= 0). Определим, какой может быть максималь-
ная степень десятки, на которую происходит деление. Возможны несколько случаев.

• если максимальная степень десятки 4 или меньше, то сумма остатков меньше 104+103+102,
что меньше 12345;

• если максимальная степень десятки 6 или больше, то сумма остатков не меньше 𝑎 · 105,
что больше 12345;

• максимальная степень десятки равна 5. Этот случай возможен.

Пусть максимальная степень десятки равна 5. Тогда остатки от деления на 105, 104, 103 равны
соответственно 𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 , 𝑐𝑑𝑒𝑓 , 𝑑𝑒𝑓 . И сумма остатков есть 𝑏 · 104 + 2𝑐 · 103 + 3𝑆, где 𝑆 = 𝑑𝑒𝑓, 0 6
𝑆 < 1000.

Решим уравнение 𝑏 ·104+2𝑐 ·103+3𝑆 = 12345. Так как 12345 < 2 ·104, то либо 𝑏 = 0, либо 𝑏 = 1.
Если 𝑏 = 0, то 2𝑐 · 103 + 3𝑆 = 12345. 2𝑐 · 103 = 12345− 3𝑆 = 3(4115− 𝑆). Поэтому 2𝑐 делится на

1 © МФТИ, 2022



“Физтех–2022”, математика (варианты 11–12), решения

3. При этом 9 < 2𝑐 6 12, так как 0 6 𝑆 < 1000. Поэтому 𝑐 = 6, откуда 𝑆 = 115. То есть число
имеет вид 𝑎06115. Таких чисел 9.

Если 𝑏 = 1, то 2𝑐 · 103 + 3𝑆 = 2345. 2𝑐 · 103 = 2345 − 3𝑆. Поэтому либо 𝑐 = 0, либо 𝑐 = 1. Если
𝑐 = 0, то 3 ·𝑆 = 2345, что невозможно. Если 𝑐 = 1, то 3 ·𝑆 = 345, откуда 𝑆 = 115. То есть число
имеет вид 𝑎11115. Таких чисел 9.

Значит, искомое количество шестизначных чисел есть 9 + 9 = 18.

4. [5 баллов] Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 – параллелограмм с тупым углом 𝐶. Пусть 𝐸 – точка пере-
сечения прямой 𝐴𝐵 с перпендикуляром к 𝐴𝐶, проходящим через 𝐶, а прямая 𝐸𝐷 пересекает
диагональ 𝐴𝐶 в точке 𝑁 . Известно, что 𝐶𝑁 = 6, 𝐴𝑁 = 12, а tg

(︀
1
2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= 4

5
.

a) Найдите tg∠𝐵𝐴𝐶.

б) Найдите площадь треугольника 𝐸𝑁𝐴.

Ответ: tg∠𝐵𝐴𝐶 = 5
4
, 𝑆△𝐴𝐸𝑁 = 135.

Решение. Обозначим точку пересечения отрезков 𝐷𝐸 и 𝐵𝐶 через 𝑇 . Треугольники 𝐶𝑇𝑁
и 𝐴𝐷𝑁 подобны по двум углам, следовательно, 𝐶𝑇 : 𝐴𝐷 = 𝐶𝑁 : 𝐴𝑁 = 1 : 2. Значит,
𝐶𝑇 = 1

2
𝐴𝐷 = 1

2
𝐵𝐶, т.е. точка 𝑇 – середина 𝐵𝐶. Но тогда треугольники 𝐶𝑇𝐷 и 𝐵𝑇𝐸 рав-

ны по стороне (𝐶𝑇 = 𝐵𝑇 ) и двум прилежащим углам, откуда 𝐵𝐸 = 𝐶𝐷. Отсюда следует,
что 𝐵𝐷𝐶𝐸 – параллелограмм (противоположные стороны 𝐵𝐸 и 𝐶𝐷 равны и параллельны),
поэтому ∠(𝐵𝐷,𝐴𝐶) = ∠(𝐶𝐸,𝐴𝐶) = 90∘. Значит, диагонали параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 вза-
имно перпендикулярны, и он является ромбом. Как известно, у ромба диагонали являются
биссектрисами углов, поэтому ∠𝐵𝐴𝐶 = 1

2
∠𝐵𝐴𝐷 = 90∘ − 1

2
∠𝐴𝐷𝐶, следовательно, tg∠𝐵𝐴𝐶 =

tg
(︀
90∘ − 1

2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= ctg

(︀
1
2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= 5

4
.

Треугольник 𝐴𝐶𝐸 прямоугольный, из него находим, что 𝐶𝐸 = 𝐴𝐶 tg∠𝐵𝐴𝐶 = 18 · 5
4
= 45

2
,

площадь треугольника 𝐴𝐶𝐸 равна 1
2
· 𝐴𝐶 · 𝐶𝐸 = 1

2
· 18 · 45

2
= 405

2
. У треугольников 𝐴𝐶𝐸 и

𝐴𝐸𝑁 общая высота, проведённая из вершины 𝐸, поэтому их площади относятся как основания,
откуда 𝑆△𝐴𝐸𝑁 = 𝑆△𝐴𝐶𝐸 · 𝐴𝑁

𝐴𝐶
= 405

2
· 12
18

= 135.

5. [5 баллов] Биссектрисы внутреннего и внешнего угла 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекают пря-
мую 𝐵𝐶 в точках 𝑀 и 𝑁 соответственно. Окружность, описанная вокруг треугольника 𝐴𝑀𝑁 ,
касается стороны 𝐴𝐵 в точке 𝐴. Прямая 𝐴𝐶 повторно пересекает окружность в точке 𝐾. Най-
дите радиус окружности, угол 𝐴𝐶𝐵 и площадь четырехугольника 𝐴𝑁𝐾𝑀 , если известно, что
𝐴𝐵 = 3

√
3, 𝐵𝑀 =

√
6.

Ответ: ∠𝐴𝐶𝐵 = 90∘, 𝑅 = 7
√
3

2
√
2
, 𝑆𝐴𝑁𝐾𝑀 = 441

11
√
2
.

Решение. Обозначим ∠𝐵𝐴𝐶 = 2𝛼. Тогда смежный с ним угол равен 180∘ − 2𝛼, а далее имеем
∠𝑁𝐴𝐶 = 1

2
(180∘ − 2𝛼) = 90∘−𝛼, ∠𝐶𝐴𝑀 = 𝛼, ∠𝑀𝐴𝑁 = 90∘−𝛼+𝛼 = 90∘. Так как окружность

описана около прямоугольного треугольника 𝐴𝑀𝑁 , его гипотенуза 𝑀𝑁 является диаметром,
а середина гипотенузы 𝑃 – центром окружности. Ввиду того, что 𝐵𝐴 касается окружности в
точке 𝐴, ∠𝐵𝐴𝑃 = 90∘, откуда ∠𝐶𝐴𝑃 = 90∘ − 2𝛼. Так как медиана 𝐴𝑃 равна половине гипо-
тенузы 𝑀𝑁 , треугольник 𝐴𝑀𝑃 равнобедренный (𝐴𝑃 = 𝑀𝑃 ), а значит, ∠𝐴𝑀𝑃 = ∠𝑀𝐴𝑃 =
𝛼+90∘ − 2𝛼 = 90∘ −𝛼, поэтому ∠𝐴𝐶𝑀 = 180∘ −∠𝐶𝐴𝑀 −∠𝐶𝑀𝐴 = 180∘ −𝛼− (90∘ − 𝛼) = 90∘.

По теореме о касательной и секущей 𝐵𝐴2 = 𝐵𝑀 · 𝐵𝑁 , следовательно, 𝐵𝑁 = 9
√
3√
2
, 𝑀𝑁 =

𝐵𝑁 − 𝐵𝑀 = 7
√
3√
2
, радиус окружности 𝑅 равен 𝑀𝑁

2
= 7

√
3

2
√
2
. Отрезок 𝐴𝐶 – высота прямоуголь-

ного треугольника 𝐴𝐵𝑃 . Выражая его площадь двумя способами, имеем 𝐴𝐶 · 𝐵𝑃 = 𝐴𝐵 · 𝐴𝑃 ,
поэтому 𝐴𝐶 = 21

√
3

11
. Поскольку диаметр, перпендикулярный хорде, делит её пополам, точка 𝐶

– середина 𝐴𝐾. Отсюда 𝑆𝐴𝑁𝐾𝑀 = 1
2
·𝑀𝑁 · 𝐴𝐾 = 𝑀𝑁 · 𝐴𝐶 = 441

11
√
2
.
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6. [5 баллов] На доску выписаны попарно различные натуральные числа: часть из них чётны, но
не делятся на 3, остальные же делятся на 3 и при этом нечётны. Оказалось, что выбрать тройку
чисел из выписанных на доску так, чтобы среди них оказалось хотя бы одно чётное и хотя бы
одно кратное 3, можно 25 способами. Сколько было выписано чисел?

Ответ: 7.

Решение. Пусть на доску выписали 𝑀 чисел первого вида (чётные и не делящиеся на 3) и 𝑁
чисел второго вида (нечётные и делящиеся на 3). При составлении тройки чисел мы должны
взять хотя бы по одному числу каждого вида, поэтому есть две возможности: два числа первого
вида и одно число второго вида или наоборот два числа второго вида и одно число первого.
Количество способов осуществить такой выбор равно 𝐶2

𝑀 · 𝐶1
𝑁 + 𝐶2

𝑁 · 𝐶1
𝑀 . По условию имеем

уравнение 𝑀(𝑀−1)
2

· 𝑁 + 𝑁(𝑁−1)
2

· 𝑀 = 25, откуда 𝑀𝑁(𝑀 + 𝑁 − 2) = 50. Так как числа 𝑀
и 𝑁 – натуральные, они являются делителями числа 50. При подсчёте общего количества
чисел без ограничения общности можно считать, что 𝑀 > 𝑁 (действительно, если некая пара
(𝑀0;𝑁0) удовлетворяет полученному выше равенству, то в силу симметрии и пара (𝑁0;𝑀0)
ему удовлетворяет. Но для обеих этих пар общее количество чисел на доске одинаково и равно
𝑀0 +𝑁0).

С учётом приведённого выше замечания выписываем все возможные пары чисел (𝑀 ;𝑁), и
исходя из уравнения находим соответствующее значение множителя 𝑀 + 𝑁 − 2 (оно равно
50

𝑀𝑁
).

𝑀 𝑁 𝑀 +𝑁 − 2
50 1 1
25 2 1
25 1 2
10 5 1
10 1 5
5 5 2
5 2 5
5 1 10
2 1 25
1 1 50

Несложно видеть, что единственный возможный случай – это 𝑀 = 5, 𝑁 = 2. Но тогда всего на
доске выписано 𝑀 +𝑁 = 7 чисел.

7. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

−10𝑥+ 10

5𝑥+ 6
6 𝑎𝑥+ 𝑏 6 5𝑥+ 2 + |10𝑥+ 6|

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
[︀
−1;−2

5

]︀
.

Ответ: 𝑎 = −5
2
, 𝑏 = −5

2
.

Решение. Рассмотрим первое неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = −10𝑥+10
5𝑥+6

. График – гипербола.

На концах данного в условии промежутка имеем ℎ(−1) = 0, ℎ
(︁
−2

5

)︁
= −3

2
. Так как неравенство

должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀(−1; 0) и 𝑁
(︁
−2

5
;−3

2

)︁
могут располагать-

ся на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 или ниже неё. Отсюда самое “низкое” расположение этой прямой (на
указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 (из графика видно, что на рассматриваемом проме-
жутке гипербола лежит ниже отрезка 𝑀𝑁). Составляя её уравнение по двум точкам, имеем
𝑦 = −5

2
𝑥− 5

2
(назовём эту прямую ℓ).
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График правой части неравенства – “уголок” 𝑔(𝑥) = 5𝑥 + 2 + |10𝑥 + 6| с вершиной в точке
𝑃
(︀
−3

5
;−1

)︀
и ветвями, направленными вверх. Заметим, что точка 𝑃 лежит на прямой ℓ, по-

этому любая прямая, расположенная выше ℓ, пересекает график 𝑦 = 𝑔(𝑥) на рассматриваемом
промежутке, и правая часть неравенства выполняется не при всех 𝑥.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = −5
2
,

𝑏 = −5
2
.
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10 класс, ВАРИАНТ 12

1. [2 балла] Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 – соответственно первый, второй и третий члены некоторой арифмети-
ческой прогрессии (при этом 𝑎, 𝑏, 𝑐 не заданы, но известно, что 𝑐 < 𝑏 < 𝑎). Меньший корень
уравнения 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 является четвёртым членом этой прогрессии. Найдите его.

Ответ: −1.

Решение. Из свойств арифметической прогрессии имеем: 𝑏 = (𝑎+ 𝑐)/2. Тогда четвёртый член
прогрессии:

𝑎4 =
−𝑏−

√
𝑏2 − 𝑎𝑐

𝑎
=

−𝑎+𝑐
2

− 𝑎−𝑐
2

𝑎
= −1.

2. [3 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥+ 3

√︀
𝑥2 − 𝑦2 = 57,

𝑦 + 3
√︀
𝑥2 − 𝑦2 = −68.

Ответ: (62;−63).

Решение. Складывая и вычитая уравнения, получаем систему{︃
(𝑥+ 𝑦) + 2 3

√︀
(𝑥− 𝑦)(𝑥+ 𝑦) = −11,

𝑥− 𝑦 = 125
⇔

{︃
(𝑥+ 𝑦) + 2 3

√︀
(53)(𝑥+ 𝑦) = −11,

𝑥− 𝑦 = 53,

равносильную исходной. Пусть 3
√
𝑥+ 𝑦 = 𝑡. Тогда первое уравнение новой системы принимает

вид 𝑡3 +10𝑡+11 = 0. Заметим, что функция 𝑓(𝑡) = 𝑡3 +10𝑡+11 является строго возрастающей
на всей числовой оси, а 𝑓(−1) = 0. Следовательно, 𝑡 = −1 является единственным решением
уравнения, а значит, 𝑥+ 𝑦 = −1. В итоге получаем{︃

𝑥+ 𝑦 = −1,

𝑥− 𝑦 = 125
⇔

{︃
𝑥 = 62,

𝑦 = −63.

3. [5 баллов] Найдите количество шестизначных чисел, обладающих следующим свойством: сумма
остатков от деления числа на некоторые три последовательные степени числа десять равна
12468.

Ответ: 18.

Решение. Пусть искомое число есть 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 (𝑎 ̸= 0). Определим, какой может быть максималь-
ная степень десятки, на которую происходит деление. Возможны несколько случаев:

• если максимальная степень десятки 4 или меньше, то сумма остатков меньше 104+103+102,
что меньше 12468;

• если максимальная степень десятки 6 или больше, то сумма остатков не меньше 𝑎 · 105,
что больше 12468;

• максимальная степень десятки равна 5. Этот случай возможен.

Пусть максимальная степень десятки равна 5. Тогда остатки от деления на 105, 104, 103 равны
соответственно 𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 , 𝑐𝑑𝑒𝑓 , 𝑑𝑒𝑓 . И сумма остатков есть 𝑏 · 104 + 2𝑐 · 103 + 3𝑆, где 𝑆 = 𝑑𝑒𝑓, 0 6
𝑆 < 1000.

Рассмотрим уравнение 𝑏 · 104 + 2𝑐 · 103 + 3𝑆 = 12468. Так как 12468 < 2 · 104, то либо 𝑏 = 0,
либо 𝑏 = 1. Если 𝑏 = 0, то 2𝑐 · 103 + 3𝑆 = 12468. 2𝑐 · 103 = 12468− 3𝑆 = 3(4156− 𝑆). Поэтому 2𝑐
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делится на 3. При этом 9 < 2𝑐 6 12, так как 0 6 𝑆 < 1000. Поэтому 𝑐 = 6, откуда 𝑆 = 156. То
есть число имеет вид 𝑎06156. Таких чисел 9.

Если 𝑏 = 1, то 2𝑐 · 103 + 3𝑆 = 2468. 2𝑐 · 103 = 2468 − 3𝑆. Поэтому либо 𝑐 = 0, либо 𝑐 = 1. Если
𝑐 = 0, то 3 ·𝑆 = 2468, что невозможно. Если 𝑐 = 1, то 3 ·𝑆 = 468, откуда 𝑆 = 156. То есть число
имеет вид 𝑎11156. Таких чисел 9.

Значит, искомое количество шестизначных чисел есть 9 + 9 = 18.

4. [5 баллов] Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 – параллелограмм с тупым углом 𝐶. Пусть 𝐸 – точка пере-
сечения прямой 𝐴𝐵 с перпендикуляром к 𝐴𝐶, проходящим через 𝐶, а прямая 𝐸𝐷 пересекает
диагональ 𝐴𝐶 в точке 𝑁 . Известно, что 𝐶𝑁 = 4, 𝐴𝑁 = 8, tg

(︀
1
2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= 2

5
.

a) Найдите tg∠𝐵𝐴𝐶.

б) Найдите площадь треугольника 𝐸𝑁𝐴.

Ответ: tg∠𝐵𝐴𝐶 = 5
2
, 𝑆△𝐴𝐸𝑁 = 120.

Решение. Обозначим точку пересечения отрезков 𝐷𝐸 и 𝐵𝐶 через 𝑇 . Треугольники 𝐶𝑇𝑁
и 𝐴𝐷𝑁 подобны по двум углам, следовательно, 𝐶𝑇 : 𝐴𝐷 = 𝐶𝑁 : 𝐴𝑁 = 1 : 2. Значит,
𝐶𝑇 = 1

2
𝐴𝐷 = 1

2
𝐵𝐶, т.е. точка 𝑇 – середина 𝐵𝐶. Но тогда треугольники 𝐶𝑇𝐷 и 𝐵𝑇𝐸 рав-

ны по стороне (𝐶𝑇 = 𝐵𝑇 ) и двум прилежащим углам, откуда 𝐵𝐸 = 𝐶𝐷. Отсюда следует,
что 𝐵𝐷𝐶𝐸 – параллелограмм (противоположные стороны 𝐵𝐸 и 𝐶𝐷 равны и параллельны),
поэтому ∠(𝐵𝐷,𝐴𝐶) = ∠(𝐶𝐸,𝐴𝐶) = 90∘. Значит, диагонали параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 вза-
имно перпендикулярны, и он является ромбом. Как известно, у ромба диагонали являются
биссектрисами углов, поэтому ∠𝐵𝐴𝐶 = 1

2
∠𝐵𝐴𝐷 = 90∘ − 1

2
∠𝐴𝐷𝐶, следовательно, tg∠𝐵𝐴𝐶 =

tg
(︀
90∘ − 1

2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= ctg

(︀
1
2
∠𝐴𝐷𝐶

)︀
= 5

2
.

Треугольник 𝐴𝐶𝐸 прямоугольный, из него находим, что 𝐶𝐸 = 𝐴𝐶 tg∠𝐵𝐴𝐶 = 12 · 5
2
= 30,

площадь треугольника 𝐴𝐶𝐸 равна 1
2
· 𝐴𝐶 · 𝐶𝐸 = 1

2
· 12 · 30 = 180. У треугольников 𝐴𝐶𝐸 и

𝐴𝐸𝑁 общая высота, проведённая из вершины 𝐸, поэтому их площади относятся как основания,
откуда 𝑆△𝐴𝐸𝑁 = 𝑆△𝐴𝐶𝐸 · 𝐴𝑁

𝐴𝐶
= 180 · 8

12
= 120.

5. [5 баллов] Биссектрисы внутреннего и внешнего угла 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекают пря-
мую 𝐵𝐶 в точках 𝑀 и 𝑁 соответственно. Окружность, описанная вокруг треугольника 𝐴𝑀𝑁 ,
касается стороны 𝐴𝐵 в точке 𝐴. Прямая 𝐴𝐶 повторно пересекает окружность в точке 𝐾. Най-
дите радиус окружности, угол 𝐴𝐶𝐵 и площадь четырехугольника 𝐴𝑁𝐾𝑀 , если известно, что
𝐴𝐵 =

√
10, 𝐵𝑀 =

√
2.

Ответ: ∠𝐴𝐶𝐵 = 90∘, 𝑅 = 2
√
2, 𝑆𝐴𝑁𝐾𝑀 = 16

√
5

3
.

Решение. Обозначим ∠𝐵𝐴𝐶 = 2𝛼. Тогда смежный с ним угол равен 180∘ − 2𝛼, а далее имеем
∠𝑁𝐴𝐶 = 1

2
(180∘ − 2𝛼) = 90∘−𝛼, ∠𝐶𝐴𝑀 = 𝛼, ∠𝑀𝐴𝑁 = 90∘−𝛼+𝛼 = 90∘. Так как окружность

описана около прямоугольного треугольника 𝐴𝑀𝑁 , его гипотенуза 𝑀𝑁 является диаметром,
а середина гипотенузы 𝑃 – центром окружности. Ввиду того, что 𝐵𝐴 касается окружности в
точке 𝐴, ∠𝐵𝐴𝑃 = 90∘, откуда ∠𝐶𝐴𝑃 = 90∘ − 2𝛼. Так как медиана 𝐴𝑃 равна половине гипо-
тенузы 𝑀𝑁 , треугольник 𝐴𝑀𝑃 равнобедренный (𝐴𝑃 = 𝑀𝑃 ), а значит, ∠𝐴𝑀𝑃 = ∠𝑀𝐴𝑃 =
𝛼+90∘ − 2𝛼 = 90∘ −𝛼, поэтому ∠𝐴𝐶𝑀 = 180∘ −∠𝐶𝐴𝑀 −∠𝐶𝑀𝐴 = 180∘ −𝛼− (90∘ − 𝛼) = 90∘.

По теореме о касательной и секущей 𝐵𝐴2 = 𝐵𝑀 · 𝐵𝑁 , следовательно, 𝐵𝑁 = 5
√
2, 𝑀𝑁 =

𝐵𝑁 − 𝐵𝑀 = 4
√
2, радиус окружности 𝑅 равен 𝑀𝑁

2
= 2

√
2. Отрезок 𝐴𝐶 – высота прямоуголь-

ного треугольника 𝐴𝐵𝑃 . Выражая его площадь двумя способами, имеем 𝐴𝐶 · 𝐵𝑃 = 𝐴𝐵 · 𝐴𝑃 ,
поэтому 𝐴𝐶 = 2

√
10
3

. Поскольку диаметр, перпендикулярный хорде, делит её пополам, точка 𝐶

– середина 𝐴𝐾. Отсюда 𝑆𝐴𝑁𝐾𝑀 = 1
2
·𝑀𝑁 · 𝐴𝐾 = 𝑀𝑁 · 𝐴𝐶 = 16

√
5

3
.

6. [5 баллов] На доску выписаны попарно различные натуральные числа: часть из них делятся
на 5, но не делятся на 7, остальные же наоборот делятся на 7 и при этом не делятся на 5.
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Оказалось, что выбрать тройку чисел из выписанных на доску так, чтобы среди них оказалось
хотя бы одно кратное 5 и хотя бы одно кратное 7, можно 49 способами. Сколько было выписано
чисел?

Ответ: 9.

Решение. Пусть на доску выписали 𝑀 чисел первого вида (делящиеся на 5 и не делящиеся
на 7) и 𝑁 чисел второго вида (делящиеся на 7 и не делящиеся на 5). При составлении тройки
чисел мы должны взять хотя бы по одному числу каждого вида, поэтому есть две возможности:
два числа первого вида и одно число второго вида или наоборот два числа второго вида и одно
число первого. Количество способов осуществить такой выбор равно 𝐶2

𝑀 · 𝐶1
𝑁 + 𝐶2

𝑁 · 𝐶1
𝑀 . По

условию имеем уравнение 𝑀(𝑀−1)
2

· 𝑁 + 𝑁(𝑁−1)
2

· 𝑀 = 49, откуда 𝑀𝑁(𝑀 + 𝑁 − 2) = 98. Так
как числа 𝑀 и 𝑁 – натуральные, они являются делителями числа 50. При подсчёте общего
количества чисел без ограничения общности можно считать, что 𝑀 > 𝑁 (действительно, если
некая пара (𝑀0;𝑁0) удовлетворяет полученному выше равенству, то в силу симметрии и пара
(𝑁0;𝑀0) ему удовлетворяет. Но для обеих этих пар общее количество чисел на доске одинаково
и равно 𝑀0 +𝑁0).

С учётом приведённого выше замечания выписываем все возможные пары чисел (𝑀 ;𝑁), и
исходя из уравнения находим соответствующее значение множителя 𝑀 + 𝑁 − 2 (оно равно
98

𝑀𝑁
).

𝑀 𝑁 𝑀 +𝑁 − 2
98 1 1
49 2 1
49 1 2
14 7 1
14 1 7
7 7 2
7 2 7
7 1 14
2 1 49
1 1 98

Несложно видеть, что единственный возможный случай – это 𝑀 = 7, 𝑁 = 2. Но тогда всего на
доске выписано 𝑀 +𝑁 = 9 чисел.

7. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

4− 3𝑥− |6𝑥− 2| 6 𝑎𝑥+ 𝑏 6
17 + 15𝑥

5 + 3𝑥

выполнено для всех 𝑥 на промежутке [−1; 1].

Ответ: 𝑎 = 3
2
, 𝑏 = 5

2
.

Решение. Рассмотрим второе неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = 17+15𝑥
5+3𝑥

. График – парабола с
ветвями вверх. На концах данного в условии промежутка имеем ℎ(−1) = 1, ℎ(4) = 4. Так как
неравенство должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀(−1; 1) и 𝑁(1; 4) могут рас-
полагаться на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 или выше неё. Отсюда самое “высокое” расположение этой
прямой (на указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 (из графика видно, что на рассматри-
ваемом промежутке гипербола лежит выше отрезка 𝑀𝑁). Составляя её уравнение по двум
точкам, имеем 𝑦 = 3

2
𝑥+ 5

2
(назовём эту прямую ℓ).
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График левой части неравенства – “уголок” 𝑔(𝑥) = 4− 3𝑥− |6𝑥− 2| с вершиной в точке 𝑃
(︀
1
3
; 3
)︀

и ветвями, направленными вниз. Заметим, что точка 𝑃 лежит на прямой ℓ, поэтому любая
прямая, расположенная ниже ℓ, пересекает график 𝑦 = 𝑔(𝑥) на рассматриваемом промежутке,
и левая часть неравенства выполняется не при всех 𝑥.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = 3
2
,

𝑏 = −5
2
.
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